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Abstrak 
 
Subhimpunan fuzzy μ  pada himpunan X  adalah suatu pemetaan  dari X  ke interval [ ] . 
Definisi ini adalah generalisasi dari himpunan klasik dengan  pemetaannya didefinisikan dari himpunan 
tersebut ke himpunan { . Pada himpunan  klasik  didefinisikan suatu relasi ,relasi refleksif, simetrik, 
transiftif, similaritas dan kongruensi.  Selanjutnya dikonstruksi definisi relasi biner  fuzzy yang refleksif, 
simetrik, transitif,  similaritas dan kongruensi . 
1,0
}1,0
Dalam tulisan ini akan diberikan contoh-contoh relasi kongruensi pada sebarang grup dan grup 
hasil baginya. 
Diperoleh hasil bahwa: Misalkan G  adalah grup dengan elemen idenitasnya e  dan μ  adalah 
subgrup fuzzy pada . Didefinisikan suatu relasi G β   pada G × G   dipetakan ke interval [  sebagai 
berikut: , jika 
]1,0
{ })(),(min),( baba μμβ = ba ≠  dan )(),( eba μβ =  jika ba =  maka β  adalah 
relasi kongruensi fuzzy pada . Selanjutnya dibangun suatu  pemetaan G × G λ : [ ]1,0→HG , yang 
didefinisikan ),()( hxxH βλ =  untuk setiap Hh∈ . Terbukti bahwa λ  adalah relasi kongruensi 
fuzzy. Pemetaan α , dari HG × HG  ke interval [ ]1,0 , yang didefnisikan . 
Terbukti juga bahwa 
)(),( 1HxHyyHxH −= λα
α  adalah relasi kongruensi fuzzy. 
 
Kata Kunci: subgrup fuzzy, subgrup hasil bagi fuzzy , subgrup normal fuzzy, relasi kongruensi fuzzy 
 
A. Pendahuluan 
Subhimpunan fuzzy μ  pada himpunan X  adalah suatu pemetaan  dari X  ke 
interval . Himpunan fuzzy ini merupakan generalisasi dari himpunan klasik, sebab 
himpunan klasik dapat dipandang sebagai himpunan fuzzy dengan pemetaannya adalah 
dari 
[ 1,0 ]
X  ke himpunan { . Teori himpunan fuzzy pertama kali diperkenalkan oleh Zadeh 
(Ray dan Ali).  Konsep ini telah diperluas pada fuzzifikasi struktur Aljabar, misalkan 
teori subgrup fuzzy (Rosenfeld dikutip oleh  Ray dan Ali) dan teori subring fuzzy (Liu 
dikutip oleh Ray dan Ali).  
}1,0
Misalkan dimiliki sebarang himpunan X , maka yang dimaksud  dengan relasi R   
adalah subhimpunan pada  X × X { }Xyxyx ∈= ,),( . Secara analog dengan 
pembentukan subhimpunan fuzzy, maka dapat dikonstruksi relasi  fuzzy pada himpunan 
X × X .  Misalkan  X  adalah sebarang himpunan tak kosong , relasi biner fuzzy pada 
X  adalah subhimpunan fuzzy  μ  pada X × X , yaitu μ : X × X → [ ]1,0 . 
(Kandasamy:10) 
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Definisi 1.1. (Kandasamy:10) Relasi fuzzy μ  pada X × X  disebut refleksif jika 
μ 1),( =xx  untuk setiap ∈x X , dan dikatakan simetrik jika μ ),( yx =μ ),( xy  untuk 
setiap ∈yx, X . Relasi biner fuzzy μ  dikatakan transitif jika 
{ } ),(),(),,(min zxzyyx μμμ ≤ . Relasi biner fuzzy μ  pada X  disebut relasi similaritas 
jika μ  bersifat refleksif, simetrik dan transitif 
 
 Dalam pembicaraan himpunan klasik, dikenal relasi yang kompatibel kiri 
maupun kanan, atau kompatibel saja. Secara analog dalam pembentukkan definisi relasi 
simililaritas dan lain-lain, maka didefinisikan relasi fuzzy yang kompatibel sebagai 
berikut : 
Definisi 1.2. (Kandasamy:10) Misalkan  adalah semigrup. S
a. Relasi biner fuzzy μ  pada  disebut kompatibel fuzzy kiri  jika  S μ ),( yx ),( tytxμ≤  
untuk setiap  Styx ∈,,
b. Relasi biner fuzzy μ  pada  disebut kompatibel fuzzy kanan  jika  S
μ ),( yx ),( ytxtμ≤  untuk setiap Styx ∈,,  
c. Relasi biner fuzzy μ  pada  disebut kompatibel fuzzy jika S
{ } ),(),(),,(min bdacdcba μμμ ≤
 untuk setiap Sdcba ∈,,,  
 
Secara analog dalam pembentukkan didefinisikan relasi fuzzy yang kompatibel , 
maka didefinisikan  relasi kongruensi fuzzy sebagai berikut : 
Definisi 1.3. (Kandasamy:10) Relasi similaritas yang kompatibel  pada semigrup  
disebut relasi  kongruensi fuzzy 
S
 
Pada himpunan klasik dikenal  tiga operasi dasar, yaitu komplemen, gabungan 
dan irisan.  Operasi – operasi ini adalah tunggal pada teori himpunan klasik, namun 
perluasannya pada teori himpunan fuzzy tidak demikian. Untuk setiap operasi klasik 
terdapat operasi yang analog pada himpunan fuzzy. Terkait operasi-operasi tersebut, 
didefinisikan operasi standar fuzzy pada himpunan fuzzy yang dirujuk pada Klir, et.al. 
dan Zimmermann sebagai berikut: 
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1. Complemen Fuzzy 
 Diberikan himpunan fuzzy μ  yang didefinisikan pada himpunan X .  
Komplemen dari himpunna fuzzyμ , yang dinotasikan dengan μ  adalah himpunan 
fuzzy dimana derajat keanggataan dari Xx∈  , ( )xμ  mengekspresikan derajat  
bukan anggota 
Xx∈
μ . Secara formal, hal ini dapat dinyatakan bahwa ( ) ( )xx μμ −= 1  
 
2. Gabungan Fuzzy 
Misalkan X  adalah suatu himpunan klasik dan μ ,γ  adalah himpunan fuzzy 
yang didefinisikan pada X . Gabungan fuzzy himpunan fuzzy μ  dan γ , yang 
dinotasikan dengan γμ ∪ , didefinisikan sebagai fungsi keanggotaan dengan rumus: 
( )( ) ( ) ( ){ }xxx γμγμ ,max=∪ , untuk setiap  Xx∈
 
3. Irisan Fuzzy 
Misalkan X  adalah suatu himpunan klasik dan  adalah himpunan fuzzy 
yang didefinisikan pada 
BA,
X . Irisan fuzzy himpunan fuzzy  dan A B , yang dinotasikan 
dengan γμ ∩ , didefinisikan sebagai fungsi keanggotaan dengan rumus: 
( )( ) ( ) ( ){ }xxx γμγμ ,min=∩ , untuk setiap Xx∈  
 
Untuk kajian pustaka terkait dengan subgrup fuzzy maupun suggrup normal 
fuzzy akan merujuk pada tulisan Ajmal, Aktas, Asaad, Kandasami, Mordeson dan 
Malik, serta Shabir. 
 
Definisi 1.4. Misalkan  adalah grup. Subhimpunan fuzzy G μ  dari grup G  disebut 
subgrup fuzzy jika μ [ ]1,0: →G  suatu fungsi yang memenuhi : 
(i) ( ) ( ) ( ){ }yxxy μμμ ,min≥  untuk setiap Gyx ∈,  
(ii) ( ) ( )xx μμ =−1  untuk setiap Gx∈  
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Definisi 1.5. Misalkan  adalah grup. Subhimpunan fuzzy G μ  dari grup G  disebut 
subgrup fuzzy normal jika ( ) ( )xyxy μμ =  untuk setiap Gyx ∈,  
 
B. Pembahasan 
Pada bagian ini, akan dibentuk suatu pemetaan dari suatu grup   ke [ ] 
yang membentuk suatu relasi biner fuzzy. 
G × G 1,0
Definisi 2.1. Misalkan  adalah grup dengan elemen idenitasnya  dan G e μ  adalah 
subgrup fuzzy pada G . Didefinisikan suatu relasi β   pada G × G   dipetakan ke 
interval [  sebagai berikut: ]1,0
{ }
⎩⎨
⎧
=
≠=
bae
baba
ba
 jika),(
 jika,)(),(min),( μ
μμβ  
 
Proposisi berikut menjamin bahwa relasi β :G × G    yang 
didefinisikan di atas merupakan relasi biner fuzzy 
⇒ [ 1,0 ]
Proposisi  2.1. Relasi β  merupakan relasi biner fuzzy yang didefinisikan pada G . 
Bukti: 
Dalam hal ini sama halnya membuktikan bahwa β  adalah pemetaan: 
Ambil '  sehingga  ,' bbaa == )",'(),( baba = ,  
 untuk  , maka  dan berlaku ba = '' ba = )','()(),( baeba βμβ ==  
 untuk  maka  dan berlaku  ba ≠ '' ba ≠
{ } { })'(),'(min)(),(min),( bababa μμμμβ == )','( baβ=  
Jelas bahwa [ 1,0)Im()Im( ⊆⊆ ]μβ , dan domain β  adalah G × G  
                  
 
 Berikut ini diberikan proposisi yang menunjukkan bahwa relasi fuzzyβ  adalah 
relasi similaritas: 
Proposisi  2.2  Relasi biner fuzzy β  adalah relasi similaritas 
Bukti: 
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 Relasi β  refleksif, sebab 
Ambil , maka Ga∈ 1)(),( == eaa μβ  
 Relasi β  simetrik, sebab 
Ambil , , sehingga  Gba ∈, ba ≠
{ } { } ),()(),(min)(),(min),( ababbaba βμμμμβ ===
 
Ambil ,  jelas dipenuhi Gba ∈, ba =
 Relasi β  transitif 
Ambil Gcba ∈,,  , kasus cba == , jelas dipenuhi. 
Untuk kasus  , maka ba = c≠ { } { }{ })(),(min),(min),(),,(min cbecbba μμμββ =  
{ })(),(min cb μμ= { } ),()(),(min caca βμμ ==
 
Untu kasus cba =≠ , maka { } { }{ })(,)(),(minmin),(),,(min ebacbba μμμββ =  
{ })(),(min ba μμ= ),( baβ=  
Untuk kasus , maka  cba ≠≠
{ } { } { }{ })(),(min,)(),(minmin),(),,(min cbbacbba μμμμββ = { })(),(min ca μμ≤
),( caβ=  
                 
 Berdasarkan definisi relasi fuzzyβ  di atas dan sifat yang berlaku pada 
subhimpunan fuzzy μ  pada  G , diperoleh akibat sebagi berikut: 
Akibat 2.1. Untuk relasi biner fuzzy β  di atas , maka berlaku  ),(),( 11 yxyx ββ =−−
Bukti: 
{ })(),(min),( 1111 −−−− = yxyx μμβ  { } ),()(),(min yxyx βμμ ==  
               
 
 Proposisi selanjutnya, menjamin bahwa relasi fuzzy β  adalah relasi fuzzy yang 
kompatibel. 
Proposisi  2.3. Relasi biner fuzzy β  adalah relasi kompatibel fuzzy 
Bukti: 
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Untuk setiap Gdcba ∈,,, , maka ditunjukkan bahwa 
{ } ),(),(),,(min bdacdcba βββ ≤ . 
Ambil sebarang , maka : Gdcba ∈,,,
{ }),(),,(min dcba ββ = { }))(),(min()),(),(min(min dcba μμμμ  
               = { })(),(),(),(min dcba μμμμ  
               ))(),(min( cdab μμ≤ ),( cdabβ=  
                
 
 Sebagai konsekuensi dari Proposisi 2.1, Proposisi 2.2 dan Proposisi 2.3 , maka 
diperoleh akibat sebagai berikut. 
Akibat  3.2. Relasi biner fuzzy β  adalah relasi kongruensi fuzzy 
 
Misalkan  adalah grup, dan G H  adalah subgrup normal dari.  maka G
{ GaaHHG ∈= } adalah suatu grup. Sehingga dapat dibentuk suatu subhimpunan 
fuzzy  λ : [ ]1,0→HG  dan selanjutnya disebut subgrup normal fuzzy HG . Secara 
analog pula dapat didefinisikan suatu subgrup hasil bagi fuzzy HG . Selanjutnya 
dibangun suatu  pemetaan λ : [ ]1,0→HG , yang didefinisikan ),()( hxxH βλ =  untuk 
setiap . Hh∈
Selanjutnya dapat dibuktikan bahwa λ  relasi biner fuzzy adalah  subhimpunan 
fuzzy pada grup hasil bagi HG  atau yang disebut dengan subgrup hasil bagi fuzzy 
pada HG . 
Proposisi .2.4.  Subhimpunan fuzzy λ  adalah  subgrup hasil bagi fuzzy pada HG  
Bukti: 
Untuk membuktikan Proposisi tersebut, maka  harus dibuktikan bahwa: 
a. { })(),(min)( yHxHxHyH λλλ ≥  
Sub bukti: 
),()()( hxyxyHxHyH βλλ == , untuk setiap Hh∈  
                 
{ )(),(min hxy }μμ=
    untuk setiap Hh∈  
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{ }{ })(,)(),(minmin hyx μμμ≥
   untuk setiap Hh∈  
            
{ })(),(),(min hyx μμμ=
   untuk setiap Hh∈  
       
{ )(),(min yx }μμ=
    untuk setiap Hh∈  
  
{ } { }{ })(),(min,)(),(minmin hyhx μμμμ=
 untuk setiap  Hh∈
  = { }),(),,(min hyhx ββ    untuk setiap Hh∈  
  = { })(),(min yHxH λλ  
b. )()( xHxH λλ =−  
Sub bukti: 
),()()( hxxhxH −=−=− βλλ { })(),(min hx μμ −=  untuk setiap  Hh∈
        = { })(),(min hx μμ = ),( hxβ = )(xhλ   untuk setiap  Hh∈
        = )(xHλ  
                  
 
Proposisi 2.5.  Subhimpunan fuzzy λ  adalah  subgrup normal fuzzy pada HG  
Bukti: 
Dalam hal ini tinggal dibuktikan bahwa: 
)()( yHxHxHyH λλ =   
),()()( hxyxyHxHyH βλλ ==     untuk setiap Hh∈  
                 
{ })(),(min hxy μμ=
 
                 
{ }{ })(,)(),(minmin hyx μμμ=
 
                 
{ }{ })(,)(),(minmin hxy μμμ=
 
                 = { })(),(min hyx μμ  
                 = )(),( yxHhyx λβ =  
    )()( yHxHxHyH λλ =  
                
Proposisi 2.6. Misalkan λ  adalah subgrup hasil bagi fuzzy pada grup HG  dan 
∈xH HG , sehingga  berlaku: 
⇔∈∀= HGyHyHxHyH ),()( λλ )()( HxH λλ =  
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Bukti: 
(฀) 
Diketahui HGyHyHxHyH ∈∀= ),()( λλ , sehingga 
)()( yHxHyH λλ =  
)()( yHxyH λλ =  
Akan terjadi jika dan hanya jika yxy = ,  atau  11 −− = yyxyy
)()(),(),()( HeHhehxxH λλββλ ====  
 
(฀) 
Diketahui )()( HxH λλ = ’ dibuktikan HGyHyHxHyH ∈∀= ),()( λλ  
Diketahui bahwa λ  adalah subgrup hasil bagi fuzzy pada grup HG  dan μ  adalah  
subgrup fuzzy pada G . Selanjutnya diperoleh: 
{ })(),(min)( yHxHxHyH λλλ = { })(),(min yHH λλ= { })(),(min yHeH λλ=
 
        
{ }),(),,(min hyhe ββ= = { } { }{ })(),(min,)(),(minmin hyhe μμμμ  
        
{ }{ })(),(min),(min hyh μμμ= = { })(),(min hy μμ ),( hyβ= )(yHλ=  
                    
  
Jika dipunyai subhimpunan fuzzy pada sebarang himpunan yang sama, 
misalkan α  dan β , maka yang dimaksud dengan βα ∩  adalah minimum dari derajat 
kanggotaan suatu elemen relative terhadap α  dan β . Sehingga diperoleh propoisi 
sebagai berikut: 
Proposisi 2.7. Jika λ  dan γ  adalah subgrup normal fuzzy pada grup HG , maka 
γλ ∩  subgrup normal fuzzy pada grup HG . 
 Dibuktikan γλ ∩ )(xHyH { })(),(min yHxH γλγλ ∩∩≥  
γλ ∩ )(xHyH { })(),(min xHyHxHyH γλ=  
       ≥ { } { }{ })(),(min,)(),(minmin yHxHyHxH γγλλ  
         = { } { }{ })(),(min,)(),(minmin yHyHxHxH γλγλ  
         = { })(),(min yHxH γλγλ ∩∩  
 Dibuktikan )()( xHxH −∩=∩ γλγλ  
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{ })(),(min)( xHxHxH γλγλ =∩ = { })(),(min xHxH −− γλ )( xH−∩= γλ  
 Dibuktikan )()( yHxHxHyH γλγλ ∩=∩  
{ })(),(min)( xHyHxHyHxHyH γλγλ =∩ { })(),(min yHxHyHxH γλ=
 
        
{ }yHxHγλ ∩=
 
 
           
            
Himpunan HG  adalah grup, sehingga secara analog  dapat dibentuk suatu 
pemetaan α , dari HG × HG  ke interval [ ]1,0 , yang didefnisikan 
. )(),( 1HxHyyHxH −= λα
Proposisi  2.8. Relasi  adalah relasi biner fuzzy pada )(),( 1HxHyyHxH −= λα
H
G × HG  
Bukti: 
Akan dibuktikan bahwa )','(),( HyHxyHxH = ⇒ )''()( HHyxxHyH αα =  
)','(),( HyHxyHxH = , maka HxxH '=  dan HyyH '=  atau an 
 
Hxx ∈−1'  d
Hyy ∈−1'
)(),( 1HxHyyHxH −= λα )( 1Hxy−= λ = ),( 1 hxy−β { })(),(min 1 hxy μμ −=  
        
{ })(),''(min 1 hyx μμ −= = =),''( 1 hyx −β ( )Hyx 1'' −λ )''( HHyxα=  
                  
 
Proposisi 2.9. Relasi  adalah relasi kongruensi fuzzy pada )(),( 1HxHyyHxH −= λα
H
G × HG    
Bukti 
  adalah refleksif )(),( 1HxHyyHxH −= λα
1)()()()(),( 11 ===== −− HeHHxxHxHxxHxH λλλλα  
  adalah simetrik )(),( 1HxHyyHxH −= λα
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)(),( 1HxHyyHxH −= λα  
= ( )HxyHxy 111 )()( −−− = λλ = )( 1Hyx−λ )( 1HyHx−= λ ),( xHyHα=  
  adalah transitif )(),( 1HxHyyHxH −= λα
Harus dibuktikan bahwa { } ),(),(),,(min zHxHzHyHyHxH ααα ≤  
{ }),(),,(min zHyHyHxH αα = { })(),(min 11 HyHzHxHy −− λλ
{ })(),(min 11 HyzHxy −−= λλ  
 
{ }),(),,(min 11 hyzhxy −−= ββ ( ){ } { }{ })(),(min,)(,minmin 11 hyzhxy μμμμ −−=  
    
 
{ }{ })(,)(),(minmin 11 hyzxy μμμ −−≤ { })(),(min 11 hyzxy μμ −−≤
{ })(),(min 1 hxz μμ −=  
 ),( 1 hxz−= β )( 1Hxz−= λ )( 1HxHz−= λ ),( zHxHα=  
 Dibuktikan bahwa  adalah kompatibel, yaitu: )(),( 1HxHyyHxH −= λα
{ } ),(),(),,(min ywHxzHwHzHyHxH ααα ≤
 
{ } { })(),(min),(),,(min 11 HzwHxywHzHyHxH −−= λλαα{ }),(),,(min 11 hzwhxy −−= ββ  
  
{ } { }{ })(),(min,)(),(minmin 11 hzwhxy μμμμ −−=  
  = { })(),(min 11 −− zwxy μμ  
  
{ })(),(min 11 zwxy −−= μμ  
   )( 11 zxwy −−≤ μ
   )( 11 −−= yxzwμ
  
{ })(),(min 11 hyxzw μμ −−=  
   ),( 11 hyxzw −−= β
  
( )hywxz ,)( 1−= β  
  ),( ywHxzHα=  
       
 
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C. Penutup 
C.1. Simpulan 
Berdasarkan pembahasan di atas diperoleh hasil bahwa: 
1. Misalkan  adalah grup dengan elemen idenitasnya e  dan G μ  adalah 
subgrup fuzzy pada G . Didefinisikan suatu relasi β   pada   
dipetakan ke interval 
G × G
[ ]1,0
 sebagai berikut: { })(),(min),( babaβ μ μ=  jika 
 dan ba ≠ )(),( eba μβ =  jika ba = , maka β  adalah relasi  kongruensi 
fuzzy. 
2. Pemetaan λ : [ ]1,0→HG , yang didefinisikan ),()( hxxH βλ =  untuk setiap 
, adalah relasi kongruensi fuzzy Hh∈
3. Pemetaan α , dari HG × HG  ke interval [ ]1,0 , yang didefnisikan 
 adalah relasi kongruensi fuzzy. )(),( 1HxHyyHxH −= λα
 
C.2. Saran 
Dalam tulisan ini hanya didasarkan pada subgrup fuzzy, subgrup normal 
fuzzy dan subgrup hasil bagi fuzzy. Hal ini diduga dapat dikembangkan untuk 
struktur aljabar yang lain. Dapat juga diberikan contoh-contoh lain definisi relasi 
fuzzy pada sebrang subgrup fuzzy, subgrup normal fuzzy dan subgrup hasil bagi 
fuzzy. 
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